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ΕΚΦΩΝΗΣΕΙΣ 

ΘΕΜΑ Α 

Α1. Αν οι συναρτήσεις  f  και  g  είναι παραγωγίσιµες στο �, να αποδείξετε ότι 

( )( ) ( ) ( ) ( ),f x g x f x g x′ ′ ′+ = + για κάθε x∈ℝ .

Μονάδες 7 

Α2. Έστω µια συνάρτηση  f  µε πεδίο ορισµού το Α. Πότε λέµε ότι η συνάρτηση  f  παρου-

σιάζει τοπικό µέγιστο στο 
0
x ∈Α ; 

Μονάδες 4 

Α3. Αν οµαδοποιήσουµε τις παρατηρήσεις µιας µεταβλητής σε κλάσεις, τι ονοµάζουµε πλά-
τος µιας κλάσης; 

Μονάδες 4 

Α4. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στο τετράδιό σας, δίπλα στο 

γράµµα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση, τη λέξη Σωστό, αν η πρόταση είναι σωστή, ή 

Λάθος, αν η πρόταση είναι λανθασµένη. 

α) Αν :f →ℝ ℝ  και :g →ℝ ℝ  παραγωγίσιµες συναρτήσεις, τότε ισχύει 

( )( )( ) ( )( ) ( ),
΄

f g x f ΄ g x g΄ x= ⋅ για κάθε x∈ℝ .

β) Μία συνάρτηση  f  λέγεται γνησίως φθίνουσα σε ένα διάστηµα ∆ του πεδίου ορισµού 

της, όταν για οποιαδήποτε  
1 2
,x x ∈∆ , µε  x1 < x2  ισχύει  f (x1) < f (x2). 

γ) Το κυκλικό διάγραµµα χρησιµοποιείται για τη γραφική παράσταση µόνο ποσοτικών 
δεδοµένων. 

δ) Για οποιαδήποτε ενδεχόµενα A και B ενός δειγµατικού χώρου Ω ισχύει ότι 

P(A ∪ B) = P(A) + P(B) – P(A ∩ B). 

ε) Το γραµµοσκιασµένο χωρίο στο διπλανό σχήµα 
αντιστοιχεί στο ενδεχόµενο B – A. 

Μονάδες 10 

Π Υ 
Λ Η
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ΘΕΜΑ Β 

Στον παρακάτω πίνακα δίνονται οι τιµές  xi  και οι αντίστοιχες συχνότητες  vi  που προέκυψαν 

από παρατηρήσεις µιας µεταβλητής Χ. 

xi vi 

1 2 

3 3 

5 4 

9 1 

Β1. Για τις παρατηρήσεις αυτές να υπολογιστούν: 

α. η µέση τιµή  x  (µονάδες 6) 

β. η διάµεσος  δ  (µονάδες 5) 
γ. η διακύµανση  s2. (µονάδες 7) 

Μονάδες 18 

Β2. Να εξετάσετε αν το δείγµα των παραπάνω παρατηρήσεων είναι οµοιογενές. 

Μονάδες 7 

ΘΕΜΑ Γ 

∆ίνεται η συνάρτηση  f (x) = x2 – x + 1, x∈ℝ . 

Γ1. Να βρείτε τα ακρότατα της συνάρτησης  f. 
Μονάδες 6 

Γ2. Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτοµένης (ε) της γραφικής παράστασης της  f  στο σηµείο 

A (2, f (2)). 
Μονάδες 7 

Γ3. Να βρείτε τα σηµεία στα οποία η ευθεία (ε) του ερωτήµατος Γ2 τέµνει τους άξονες  x΄x 
και  y΄y. 

Μονάδες 4 

Γ4. Να υπολογίσετε το όριο 
1

( ) 1
lim

1x

f x

x→

−

−

. 

Μονάδες 8 

Π Υ 
Λ Η
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ΘΕΜΑ ∆ 

Ένα κουτί έχει τρεις µπάλες, µία άσπρη, µία µαύρη και µία κόκκινη. Κάνουµε το εξής πείραµα: 
παίρνουµε από το κουτί µια µπάλα, καταγράφουµε το χρώµα της και την ξαναβάζουµε στο κου-
τί. Επαναλαµβάνουµε τη διαδικασία άλλη µια φορά. 

∆1. Να κατασκευάσετε το δενδροδιάγραµµα που περιγράφει το παραπάνω πείραµα (µονά-
δες 3) και να γράψετε τον δειγµατικό χώρο Ω του πειράµατος. (µονάδες 2) 

Μονάδες 5 

∆2. Να παρασταθούν µε αναγραφή των στοιχείων τους τα ενδεχόµενα που προσδιορίζονται 
από την αντίστοιχη ιδιότητα: 

A: «η δεύτερη µπάλα που θα εξαχθεί να είναι µαύρη» 
B: «να εξαχθούν δυο µπάλες διαφορετικού χρώµατος». 

Μονάδες 6 

∆3. Υποθέτουµε ότι ο δειγµατικός χώρος Ω του προηγούµενου πειράµατος αποτελείται από 
ισοπίθανα απλά ενδεχόµενα και A, B είναι τα ενδεχόµενα του ερωτήµατος ∆2. 

α. Να υπολογίσετε την πιθανότητα των παρακάτω ενδεχοµένων: 

A΄, A ∩ B, A – B, B – A. (µονάδες 8) 

β. Αν Γ είναι ένα ενδεχόµενο του δειγµατικού χώρου Ω, το οποίο είναι ασυµβίβαστο 
τόσο µε το ενδεχόµενο A όσο και µε το ενδεχόµενο B, να υπολογίσετε ποια είναι η 
µεγαλύτερη τιµή που µπορεί να έχει η πιθανότητα Ρ(Γ). (µονάδες 6) 

Μονάδες 14 

Π Υ 
Λ Η
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ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 

ΘΕΜΑ Α 

Α1. Θεωρία, σχολικό βιβλίο σελ. 31. 

Α2. Θεωρία, σχολικό βιβλίο σελ. 14. 

Α3. Θεωρία, σχολικό βιβλίο σελ. 72: 

Πλάτος µιας κλάσης ονοµάζεται η διαφορά του κατώτερου από το ανώτερο όριο της 
κλάσης. 

Α4. α) → Σ, β) → Λ, γ) → Λ, δ) → Σ, ε) → Λ 

ΘΕΜΑ Β 

Β1. Για τη µέση τιµή x  είναι: 

α. 1 1 2 2 3 3 4 4
1 2 3 3 4 5 1 9 40

4.
10 10 10

v x v x v x v x

x

⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅

= = = =

β. Οι παρατηρήσεις διατεταγµένες σε αύξουσα σειρά είναι: 
1, 1, 3, 3, 3, 5, 5, 5, 5, 9. 

Το µέγεθος του δείγµατος είναι v = 10 που είναι άρτιος αριθµός. Έτσι 

5 6
3 5

4.
2 2

t t
δ

+ +

= = =

γ. 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2 2

1 1 2 2 3 3 4 42

2 2 2 2

10

2 1 4 3 3 4 4 5 4 1 9 4

10

2 9 3 1 4 1 25 50
5.

10 10

v x x v x x v x x v x x

s

− + − + − + −

= =

− + − + − + −

= =

⋅ + ⋅ + ⋅ +

= = =

Β2. Για να εξετάσουµε αν το δείγµα είναι οµοιογενές υπολογίζουµε το συντελεστή 

µεταβολής 
5 25 5 10

.
4 100 100

s

cv

x

= = = >

Άρα το δείγµα δεν είναι οµοιογενές. 

Π Υ 
Λ Η
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ΘΕΜΑ Γ 

Γ1. Η f (x) = x2 – x + 1, x ∈ � είναι παραγωγίσιµη στο � µε f ΄(x) = 2x – 1. 

Λύνουµε την εξίσωση: 

f ΄(x) = 0 ⇔ 2x – 1 = 0 ⇔ x = 1/2 
και κατασκευάζουµε πίνακα µεταβολών της f. 

Είναι 

2

1 1 1 1 1 3
1

2 2 2 4 2 4
f
   

= − + = + =   
   

. 

Άρα η f παρουσιάζει στη θέση x = 1/2, ελάχιστο f (1/2) = 3/4. 

Γ2. Είναι  f (2) = 22 –2 + 1 = 4 – 2 +1 = 3, οπότε  Α (2, 3). 
Έστω  y = αx + β η εξίσωση της εφαπτοµένης στο σηµείο  Α (2, 3). Τότε θα έχουµε: 

3 = 2α + β (1) 

Όµως  α = f ΄(2) = 2 ⋅ 2 – 1 = 4 – 1 = 3 (2) 
Από τις (1) και (2) βρίσκουµε  β = –3. 
Άρα η εξίσωση της εφαπτοµένης ευθείας (ε) στο σηµείο Α(2, 3) είναι 

y = 3x – 3 (ε). 

Γ3. 

• Για y = 0 η (ε) γράφεται 3x – 3 = 0 ⇔ x = 1.
Εποµένως η (ε) τέµνει τον x'x στο σηµείο Β (1, 0).

• Για x = 0 η (ε) γράφεται y = 3 ⋅ 0 – 3 ⇔ y = –3
Εποµένως η (ε) τέµνει τον y'y στο σηµείο Γ (0, –3).

Γ4. Είναι: 

( )( )

( ) ( )
( )

( ) ( )

( )

2 2

2

2

2 2

2

( ) 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

1

1 1 1 1 1 1

1 1

f x x x x x

x x x x x

x xx x

x x x x x x

x

x x

− − + − − + −

= = =

− −
− − + +

−−

= = =

− − + + − − + +

=

− + +

Άρα 
21 1

( ) 1 1
lim lim .

1 21 1x x

f x x

x x x→ →

−

= =

− − + +

 

Π Υ 
Λ Η
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ΘΕΜΑ ∆ 

∆1. Από το πείραµα προκύπτει το εξής δενδροδιάγραµµα: 

A

A

A

A

Έτσι ο αντίστοιχος δειγµατικός χώρος είναι: 

Ω = { ΑΑ, ΑΜ, ΑΚ, ΜΑ, ΜΜ, ΜΚ, ΚΑ, ΚΜ, ΚΚ} 

∆2. 
Α = {ΑΜ, ΜΜ, ΚΜ} 
Β = { ΑΜ, ΑΚ, ΜΑ, ΜΚ, ΚΑ, ΚΜ } 

Π Υ 
Λ Η
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∆3. α. Από το ∆2 προκύπτει ότι: 
Ν(Α) = 3, Ν(Β) = 6, ενώ Ν(Ω) = 9. 

Έτσι είναι: 

N(A) 3 1
P(A) ,

N( ) 9 3
= = =

Ω
 άρα 

2
P(A ) 1 P(A) .

3
′ = − =  

Α ∩ Β = {ΑΜ, ΚΜ}, µε Ν(Α ∩ Β) = 2, άρα: 

N(A B) 2
P(A B) .

N( ) 9

∩
∩ = =

Ω
 

• Α – Β = { ΜΜ },     Ν(Α – Β) = 1, άρα:

N( ) 1
P(A B) .

N( ) 9

Α−Β
− = =

Ω
 

• Β – Α = { ΑΚ, ΜΑ, ΜΚ, ΚΑ }, Ν(Β–Α) = 4, άρα:

N(B A) 4
P(B A) .

N( ) 9

−
− = =

Ω
 

β. Για να είναι το ενδεχόµενο Γ ασυµβίβαστο τόσο µε το Α, όσο και µε το Β, δεν θα 
πρέπει να έχει κανένα κοινό στοιχείο µε το ενδεχόµενο Α ∪ Β. 

Άρα το Γ είναι υποσύνολο του ( ) { },

′
Α Β = ΑΑ ΚΚ∪

Άρα ( ) ( )
2

P( ) P P( ) .
9

 ′ ′Γ ⊆ Α Β ⇒ Γ ≤ Α Β ⇒ Γ ≤
  

∪ ∪  

Προκύπτει ότι η µεγαλύτερη τιµή που µπορεί να έχει η P (Γ) είναι 
2

9
. 

β΄ τρόπος 
Για να είναι το ενδεχόµενο Γ ασυµβίβαστο τόσο µε το Α, όσο και µε το Β, δεν θα 

πρέπει να έχει κανένα κοινό στοιχείο µε το ενδεχόµενο Α ∪ Β. 
Άρα θα είναι: 

Γ = {ΑΑ} µε 
1

P( )
9

Γ =  ή 

Γ = {ΚΚ} µε 
1

P( )
9

Γ =  ή 

Γ = {ΑΑ, ΚΚ} µε 
2

P( )
9

Γ = . 

Προκύπτει ότι η µέγιστη τιµή για το Ρ(Γ) είναι 
2

9
. Π Υ
Λ Η




