
1

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ 

ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΥ 

2019 

ΕΚΦΩΝΗΣΕΙΣ 

ΘΕΜΑ Α 

A1. Έστω A ⊆ ℝ . 

α) Τι ονοµάζουµε πραγµατική συνάρτηση µε πεδίο ορισµού το A; 

(Μονάδες 2) 

β) i. Πότε µια συνάρτηση :f A→ℝ  έχει αντίστροφη;

(Μονάδα 1) 

ii. Αν ισχύουν οι προϋποθέσεις του (i), πώς ορίζεται η αντίστροφη

συνάρτηση της  f;

(Μονάδες 3) 

Μονάδες 6 

A2. Να διατυπώσετε το θεώρηµα του Fermat που αφορά τα τοπικά ακρότατα µιας 

συνάρτησης. 

Μονάδες 4 

A3. Έστω µια συνάρτηση  f, η οποία είναι συνεχής σε ένα διάστηµα ∆. Αν ( ) 0f x′ >  σε 

κάθε εσωτερικό σηµείο  x  του ∆, να αποδείξετε ότι η  f  είναι γνησίως αύξουσα σε 

όλο το ∆. 

Μονάδες 5 

A4. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στο τετράδιό σας το 

γράµµα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση και δίπλα στο γράµµα τη λέξη Σωστό, αν η 

πρόταση είναι σωστή, ή Λάθος, αν η πρόταση είναι λανθασµένη. Να αιτιολογήσετε 

τις απαντήσεις σας. 

α) Για κάθε συνάρτηση f, η οποία είναι παραγωγίσιµη στο ( ,0) (0, )A = −∞ ∪ +∞

µε ( ) 0f x′ =  για κάθε x A∈ , ισχύει ότι η  f  είναι σταθερή στο A. 

(Μονάδα 1 για το ν χαρακτηρισµό Σωστό/Λάθος 

Μονάδες 3 για την αιτιολόγηση) 

β) Για κάθε συνάρτηση :f A→ℝ , όταν υπάρχει το όριο της  f  καθώς το  x 

τείνει στο 
0
x A∈ , τότε αυτό το όριο ισούται µε την τιµή της  f  στο  x0. 

(Μονάδα 1 για το ν χαρακτηρισµό Σωστό/Λάθος 

Μονάδες 3 για την αιτιολόγηση) 

Μονάδες 8 

Π Υ 
Λ Η
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A5. Έστω η συνάρτηση  f  του διπλανού 

σχήµατος. 

Αν για τα εµβαδά των χωρίων  

Ω1, Ω2 και Ω3 ισχύει ότι  

Ε(Ω1) = 2, Ε(Ω2) = 1 και Ε(Ω3) = 3, 

τότε το ( ) df x x
δ

α∫  είναι ίσο µε: 

α) 6 β) – 4 γ) 4 δ) 0 ε) 2 

Να γράψετε στο τετράδιό σας το γράµµα που αντιστοιχεί στη σωστή απάντηση. 

Μονάδες 2 

ΘΕΜΑ Β 

∆ίνεται η συνάρτηση :f →ℝ ℝ  µε τύπο ( ) xf x e λ
−

= + , όπου λ∈ℝ , η οποία έχει

οριζόντια ασύµπτωτη στο +∞  την ευθεία y = 2. 

B1. Να αποδείξετε ότι  λ = 2. 

Μονάδες 3 

B2. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση ( ) 0f x x− =  έχει µοναδική ρίζα, η οποία βρίσκεται στο 

διάστηµα (2, 3). 

Μονάδες 7 

B3. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση  f  είναι 1-1 (µονάδες 2) και στη συνέχεια  να βρείτε 

την αντίστροφή της (µονάδες 4). 

Μονάδες 6 

B4. Έστω ( )1( ) ln 2f x x−

= − − , x > 2. Να βρείτε την κατακόρυφη ασύµπτωτη της 

γραφικής της παράστασης (µονάδες 3) και στη συνέχεια να κάνετε µια πρόχειρη 

γραφική παράσταση των συναρτήσεων  f  και  f 
–1

  στο ίδιο σύστηµα συντεταγµένων 

(µονάδες 6). 

Μονάδες 9 

ΘΕΜΑ Γ 

∆ίνεται η παραγωγίσιµη συνάρτηση 
2

1

, 1
( )

, 1.x

x x
f x

e x x

α

β−

 + ≥
= 

+ <
Γ1. Να αποδείξετε ότι  α = 1  και  β = 1. 

Μονάδες 5 
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Γ2. Να αποδείξετε ότι η  f  είναι γνησίως αύξουσα στο ℝ  και να βρείτε το σύνολο τιµών 

της. 

Μονάδες 4 

Γ3. i. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση ( ) 0f x =  έχει µοναδική ρίζα  x0, η οποία είναι

αρνητική.

(Μονάδες 4) 

ii. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 2

0
( ) ( ) 0f x x f x− =  είναι αδύνατη στο ( )0

,x +∞ .

(Μονάδες 4 ) 

Μονάδες 8 

Γ4. Ένα σηµείο M(x, y) κινείται κατά µήκος της καµπύλης  y = f (x),  1x ≥ . 

Τη χρονική στιγµή  t0  κατά την οποία το σηµείο M διέρχεται από το σηµείο A(3, 10), 

ο ρυθµός µεταβολής της τετµηµένης του σηµείου M είναι 2 µονάδες ανά 

δευτερόλεπτο. Να βρείτε τον ρυθµό µεταβολής του εµβαδού του τριγώνου M KΟ

△

 τη 

χρονική στιγµή  t0, όπου K(x, 0) και O(0, 0). 

Μονάδες 8 

ΘΕΜΑ ∆ 

∆ίνονται η συνάρτηση :f →ℝ ℝ  µε τύπο ( ) ( )2( ) 1 ln 2 2f x x x x xα β= − − + + +  όπου

,α β ∈ℝ  και η ευθεία ( ) : 2y xε = − + , η οποία εφάπτεται στη γραφική παράσταση της  f 

στο σηµείο της A(1, 1). 

∆1. Να αποδείξετε ότι  α = –1  και  β = 2. 

Μονάδες 4 

∆2. Να βρείτε το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της  f, 

την ευθεία  (ε) και τις ευθείες  x = 1  και  x = 2. 

Μονάδες 5 

∆3. i. Nα αποδείξετε ότι ( ) 1f x′ ≥ − , για κάθε x∈ℝ .

(Μονάδες 3) 

ii. Nα αποδείξετε ότι ( ) ( )21 3
1 ln 2 2

2 2
f λ λ λ λ λ
 

+ + ≥ − − + + 
 

, για κάθε λ∈ℝ . 

(Μονάδες 5) 

Μονάδες 8 

∆4. Να αποδείξετε ότι η γραφική παράσταση της συνάρτησης  f  και η γραφική 

παράσταση της συνάρτησης 3( ) 2g x x x= − − + , x∈ℝ  έχουν µοναδική κοινή 

εφαπτοµένη και να βρείτε την εξίσωσή της. 

Μονάδες 8 

Π Υ 
Λ Η
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ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 

ΘΕΜΑ Α 

Α1. α. Ορισµός, σελίδα σχολικού βιβλίου 15. 

β. i. Η συνάρτηση έχει αντίστροφη όταν είναι 1–1 στο Α. 

ii. Είναι η συνάρτηση : ( )g f A →ℝ  µε την οποία για κάθε ( )y f A∈

αντιστοιχίζεται µοναδικό x A∈  για το οποίο ισχύει ( )f x y= . Η συνάρτηση

αυτή g συµβολίζεται  f 
-1

.

Α2. Θεώρηµα Fermat, σελίδα σχολ. βιβλίου 142. 

Α3. Θεώρηµα, σελίδα σχολ. βιβλίου 135. 

Α4. α. Λάθος 

Έστω η συνάρτηση 
1, 0

( )
1, 0

x
f x

x

− < 
=  

> 
 

Παρατηρούµε ότι, αν και ( ) 0f ΄ x = , για κάθε ( )( ,0) 0,x∈ −∞ ∪ +∞ , εντούτοις η  f δεν είναι

σταθερή στο ( )( ,0) 0,−∞ ∪ +∞ .

Α4. β) Λάθος. Έστω η 
, 0

( )
1, 0

≠
= 

=

x x
f x

x

Είναι 
0 0

lim ( ) lim 0 (0) 1
→ →

= = ≠ =
x x

f x x f

Α5. γ. 

Π Υ 
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ΘΕΜΑ Β 

Β1. Ισχύει ότι ( )lim ( ) 2 lim 2 0 2 2.−

→+∞ →+∞

= ⇔ + = ⇔ + = ⇔ =
x

x x

f x e λ λ λ  

Β2. Έστω συνάρτηση  g  µε ( ) ( ) 2, [2,3].xg x f x x e x x−

= − = − + ∈  

Η συνάρτηση g  είναι συνεχής στο [2, 3], ως αποτέλεσµα πράξεων συνεχών 

συναρτήσεων. 

2 2

3

3

3 3

(2) 2 2 0

(2) (3) 0.1 1
(3) 3 2 1 0

g e e

g ge
g e

e e

− −

−

= − + = >


⋅ <−
= − + = − = < 



Από το θεώρηµα Bolzano υπάρχει τουλάχιστον ένα 
0

(2,3)x ∈  τέτοιο ώστε 

0 0 0
( ) 0 ( )g x f x x= ⇔ = . 

Επίσης ( ) 1 0x

g x e
−

′ = − − <  για κάθε x∈ℝ . 

Άρα η g είναι γνησίως φθίνουσα στο ℝ  άρα και 1–1,  οπότε η x0 είναι µοναδική λύση 

στο ℝ . 

Β3. ( ) 0.xf x e−′ = − <  Άρα η f είναι γνησίως φθίνουσα στο ℝ , οπότε είναι 1–1, άρα 

αντιστρέφεται. 
1

2

( ) 2 2 ln( 2) ln( 2) ( ) ln( 2), 2− − −

>

= ⇔ = + ⇔ − = ⇔ − = − ⇔ =− − ⇔ =− − >
x x

y

y f x y e y e y x x y f y y y

Άρα 1( ) ln( 2), 2f x x x−

= − − > .

Β4. Είναι ( )1

2

lim
x

f x
+

−

→

= −∞ , αφού εάν θέσουµε 2 όταν  2 0x u x u
+ +

− = → ⇒ → . 

Άρα ( ) ( ) ( )1

2 2 2 0

lim lim ln 2 lim ln 2 lim ln
x x x u

f x x x u
+ + + +

−

→ → → →

= − − = − − = − = +∞    διότι 

0

lim ln
u

u
+
→

= −∞ . 

Άρα η  x = 2 είναι κατακόρυφη ασύµπτωτη της γραφικής παράστασης Cf. 

Π Υ 
Λ Η
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ΘΕΜΑ Γ 

Γ1. Η ( )f x  είναι συνεχής στο 
0

1x =  ως παραγωγίσιµη. 

Οπότε 
1 1

lim ( ) lim ( ) 1 1
x x

f x f x β α α β
− +
→ →

= ⇔ + = + ⇔ =

0
( )1 1 10

( . . )1 1 1 1

( ) (1) 1 1
lim lim lim lim

1 1 1 1

1.

x x x

D L Hx x x x

f x f e x a e x e

x x x

β β β β

β

− − − −

− − −

→ → → →

− + − − + − − +
= = = =

− − −

= +

( ) ( )2

1 1 1

1 1( ) (1) 1
lim lim lim 2

1 1 1x x x

x xf x f x a a

x x x+ + +
→ → →

− ⋅ +− + − −
= = − =

− − −

Επειδή η f είναι παραγωγίσιµη στο 1, πρέπει 1 2β + = , άρα 1β = , οπότε και 1α = . 

Γ2. Για 1x > , ( ) 2 0f x x′ = > (1) 

για 1x < , 1( ) 1 0xf x e −′ = + > (2) 

και  f  συνεχής στο 1. (3) 

Από (1), (2) και (3) συµπεραίνουµε ότι η f είναι γνησίως αύξουσα στο ℝ . 
2lim ( ) lim ( 1)

x x

f x x
→+∞ →+∞

= + = +∞  

1lim ( ) lim ( )x

x x

f x e x−

→−∞ →−∞

= + = −∞

Άρα ( )f =ℝ ℝ . 

Γ3. i. lim ( )
x

f x
→−∞

= −∞ .Άρα υπάρχει ( ,0)∈ −∝κ  ώστε ( ) 0f κ < , ενώ 1 1
(0) 0f e

e

−

= = >  

Επίσης η f είναι συνεχής στο R άρα και στο [κ, 0], άρα από Θεώρηµα Bolzano 

στο [ ],0κ , υπάρχει ( )0
,0x κ∈  ώστε

0
( ) 0f x = . Η 

0
x  είναι µοναδική λόγω της 

µονοτονίας της  f. 

ii. 
2

0 0
( ) ( ) 0 ( ) ( ( ) ) 0f x x f x f x f x x− = ⇔ ⋅ − =  (1) 

Ισχύει ( ) 0f x ≠  για κάθε 
0

x x> , άρα η (1) στο ( )0
,x +∞  είναι ισοδύναµη µε την

0 0
( ) 0 ( )f x x f x x− = ⇔ = . 

Η τελευταία είναι αδύνατη στο ( )0
,x +∞  διότι αφού η είναι f γνησίως αύξουσα,

από x>x0 έπεται
0

( ) ( ) ( ) 0f x f x f x> ⇔ > ενώ 
0

0x < . Π Υ 
Λ Η
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Γ4. ( ) 2
( ), ( ) ( ) ( ) 1M x t y t y t x t⇒ = +

0

0

0

( ) 3

( ) 10

( ) 2

x t

y t

x t

=

=

′ =

1
( ) ( ) ( )

2
E t x t y t= ⇒

01 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2

t t

E t x t y t x t y t
=

′ ′ ′= + ⇒

0 0 0 0 0

1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2
E t x t y t x t y t′ ′ ′= + . 

Ισχύει: 
0 0 0

( ) 2 ( ) ( ) 2 3 2 12y t x t x t′ ′= = ⋅ ⋅ =

Άρα 
0

1 1
( ) 2 10 3 12 28 τµ/s

2 2
E t′ = ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ = . Π Υ 

Λ Η
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ΘΕΜΑ ∆ 

∆1. ( ) ( )2( ) 1 ln 2 2f x x x x xα β= − ⋅ − + + +

: 2y xε = − +

(1) 1 1f α β= ⇔ + =  

(1) 1f ′ = −  

( )2

2

2 2
( ) ln 2 2 ( 1)

2 2

x
f x x x x

x x
α

−
′ = − + + − +

− +

(1) 1 1 και 2f a β′ = − ⇔ = − =

∆2 ( ) ( )2( ) 1 ln 2 2 2f x x x x x= − ⋅ − + − +    Η  f  συνεχής στο ℝ  άρα και στο [ ]1,2

2( 1) ln( 2 2)Ε = − − + −x x x x 2+ +x 2−
2

1

2 2
2 2

1 1

2
2

1

d

( 1) ln( 2 2) d ( 1) ln( 2 1 1) d

( 1) ln[( 1) 1)] d

=

= − − + = − − + +

= − − +

∫

∫ ∫

∫

x

x x x x x x x x

x x x

Για κάθε [ ]1,2x∈ είναι 2( 1) 0, ln[( 1) 1] ln1 0− ≥ − + ≥ =x χ .

Έστω 2 2 2 d (2 2)du x x u x x= − + ⇔ = − ⇔

1
d 2( 1)d d ( 1)d

2
= − ⇔ = −u x x u x x

Για x = 1 ⇒ u1 = 1 

Για x = 2 ⇒ u1 = 2 

[ ]
2 22

11 1

1 1 1
ln d ln 1 d

2 2 2

1

2

u u u u uΕ = = − ⋅ =

=

∫ ∫

2( )
1 1

ln 2 1 ln 2 τ.µ.
2 2

− ⋅ = −

∆3. i. Είναι ( )
( )

( )

2

2

2

2 1
( ) ln 1 1 1,

1 1

x
f x x x

x

−
 ′ = − + + − ∈
  − +

ℝ

Προφανώς για κάθε x∈ℝ , ισχύει 

( )
( )

2
2

2

2( 1)
ln 1 1 0

1 1

x

x

x

− − + + ≥
  − +

. Η ισότητα ισχύει µόνο για 1x = , εποµένως 

( )
( )

2
2

2

2( 1)
ln 1 1 1 1

1 1

− − + + − ≥ −
  − +

x
x

x
⇔ ( ) 1,f x x′ ≥ − ∀ ∈ℝ . 

ii. Είναι γιαλ∈ℝ , ( ) ( )21 3
1 ln 2 2

2 2
f λ λ λ λ λ
 

+ + ≥ − − + + ⇔ 
 

( ) ( )21 1
1 ln 2 2 2

2 2

 
⇔ + ≥ − − + − + − ⇔ 

 
f λ λ λ λ λ

Π Υ 
Λ Η
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( )
1 1

(1)
2 2

 
⇒ + ≥ − 

 
f fλ λ . Αρκεί εποµένως να δειχθεί η  (1). 

Θεωρώντας τη συνάρτηση f στο διάστηµα 
1

,
2

λ λ
 

+  
 ικανοποιούνται οι προϋποθέσεις του 

Θεωρήµατος Μέσης Τιµής, εποµένως υπάρχει ένα τουλάχιστον 
1

,
2

ξ λ λ
 

∈ + 
 

 τέτοιο ώστε 

( )
( )

1

2

1

2

f f

f ΄

λ λ

ξ

 
+ − 

 = . Όµως από ∆3 (i), είναι ( ) 1.f ξ′ ≥ −  

Άρα 

1
( ) ( )

1 12 1 ( ) ( )
1 2 2

2

f f

f f

λ λ

λ λ

+ −
≥ − ⇔ + − ≥ − . Αποδείχθηκε η (1) και

ισοδύναµα η αρχική. 

∆4. Η  g  είναι παραγωγίσιµη στο ℝ  µε 2( ) 3 1.g x x′ = − −  

Οι γραφικές παραστάσεις των f και g έχουν κοινή εφαπτόµενη, αν και µόνον υπάρχουν 

σηµεία Α(x1,f(x1)) και Β(x2, g(x2)), ώστε να ταυτίζονται οι ευθείες: 

y=  
1 1 1 1 1 1 1

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )′ ′ ′− + ⇔ = ⋅ + − ⋅f x x x f x y f x x f x f x x  και 

y = / / /

2 2 2 2 2 2 2
( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )− + ⇔ = ⋅ + − ⋅g x x x g x y g x x g x g x x

Για να ταυτίζονται οι δύο αυτές ευθείες έπεται ότι αναγκαία θα πρέπει 
1

( )′f x =
2

( )′g x

(Να έχουν ίσους συντελεστές διεύθυνσης). 

Είναι όµως: 

• 
1 1

( ) 1,f x x′ ≥ − ∈ℝ  και η ισότητα ισχύει για x1 = 1 (από ∆3.i.) 

• 
2 2

( ) 1,g x x′ ≤ − ∈ℝ  και η ισότητα ισχύει για x2 = 0 

Οπότε 
1 2

( ) ( )′ ′≥f x g x  για κάθε ζεύγος 
1 2

( , )x x , µε την ισότητα 
1

( )′f x =
2

( )′g x να ισχύει

αποκλειστικά και µόνον για x1=1 και x2= 0. 

Η εφαπτοµένη της  Cf  στο  Α(1,f(1))   είναι 2y x= − +  και η εφαπτοµένη της  Cg  στο σηµείο 

( )0,2B  είναι 2 1( 0) 2.y x y x− = − − ⇔ = − +

Άρα η  ε  µοναδική κοινή εφαπτοµένη των  Cf, Cg  στα σηµεία τους  Α, Β  αντίστοιχα. Π Υ
Λ Η
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ΕΝΑΛΛΑΚΤΙΚΟΙ ΤΡΟΠΟΙ ΛΥΣΗΣ ΣΕ ΕΠΙΜΕΡΟΥΣ ΕΡΩΤΗΜΑΤΑ: 

Γ3. i. Η f είναι γνησίως αύξουσα στα διαστήµατα (–∞, 1] και [1, +∞) άρα: 

f((–∞,1]) = ( lim ( ), (1)] ( , 2]
→−∞

= −∞
x

f x f . 

f([1,+∞)) = ( (1), lim ( )] [2, )
→+∞

= +∞
x

f f x . 

Από τα επιµέρους σύνολα τιµών προκύπτει ότι υπάρχει x0 στο διάστηµα (–∞, 1] ώστε 

f(x0)=0. 

Ισοδύναµα e
x0-1

 + x0=0. ∆ηλαδή x0= - e
x0-1

 <0.

∆3. i. Υπολογίζοντας τη δεύτερη παράγωγο της f έχουµε: 

( ) ( ) ( )2 2 2

/ /

2 2 2 2 2 2

2 1 ( 2 4) 2 1 ( 2 1 3) 2 1 [( 1) 3)]
( ) ,

( 2 2) ( 2 1 1) [( 1) 1]

− − + − − + + − − +
= = = ∈

− + − + + − +

x x x x x x x x
f x x

x x x x x
ℝ

Προφανώς είναι f
//
(x) > 0 για κάθε x ̀ (–∞, 1) και f

//
(x) < 0 για κάθε x ̀ (1,+∞) µε την ισότητα

να ισχύει για x = 1. 

Άρα η f 
/
 είναι γνησίως φθίνουσα στο (–∞, 1] και γνησίως αύξουσα στο [1, +∞).

Κατά συνέπεια η f 
/ 
 παρουσιάζει ελάχιστο (ολικό) για x0 = 1, οπότε f 

/ 
(x) ≥ f 

/ 
(1) = –1.

∆3. ii. Η προς απόδειξη ανίσωση ισοδυναµεί µε την ( )
1 1

(1)
2 2

 
+ ≥ − 

 
f fλ λ . 

Η (1) γράφεται ισοδύναµα ( )
1 1 1

( ) ( )
2 2 2

 
+ + + ≥ + ⇔ + ≥ 

 
f f g gλ λ λ λ λ λ  (2). 

όπου g(x) = f(x) + x. 

Όµως για κάθε x ̀ (–∞, 1)∪(1, +∞) είναι /( ) ( ) 1 0.′ = + >g x f x

Άρα η g είναι γνησίως αύξουσα στο R οπότε η (2) ισοδύναµα γράφεται 
1

2
+ ≥λ λ που ισχύει.
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