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ΕΚΦΩΝΗΣΕΙΣ 

ΘΕΜΑ A 

Α1. Έστω x1, x2,.., xκ οι τιµές µίας µεταβλητής  x  ενός δείγµατος µεγέθους ν, όπου κ, ν 

µη µηδενικοί φυσικοί αριθµοί µε κ ≤ ν. 

Τι ονοµάζεται (απόλυτη) συχνότητα νi που αντιστοιχεί στην τιµή xi, όπου i = 1, 2,..., 

κ ; 

Μονάδες 4 

Α2. Να αποδείξετε ότι η παράγωγος της σταθερής συνάρτησης f (x) = c, όπου �, � ∈ ℝ
και c σταθερά, είναι ίση µε το µηδέν, δηλαδή f ′(x) = (c)′ = 0. 

Μονάδες 6 

Α3. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στο τετράδιό σας, 

δίπλα στο γράµµα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση, τη λέξη Σωστό, αν η πρόταση 

είναι σωστή, ή τη λέξη Λάθος, αν η πρόταση είναι λανθασµένη. 

α. Οι διακριτές µεταβλητές µπορούν να πάρουν οποιαδήποτε τιµή ενός διαστή-

µατος πραγµατικών αριθµών (α, β). 

β. Το ραβδόγραµµα χρησιµοποιείται για τη γραφική παράσταση των τιµών µίας 

ποιοτικής µεταβλητής. 

γ. Μία συνάρτηση  f  λέγεται γνησίως αύξουσα σε ένα διάστηµα ∆ του πεδίου ορι-

σµού της, όταν για οποιαδήποτε σηµεία x1, x2 ∈ ∆ µε x1 < x2 ισχύει f (x1) > f (x2). 

Μονάδες 6 

Α4. Να µεταφέρετε στο τετράδιό σας τις παρακάτω ισότητες και να τις συµπληρώσετε: 

α. ��
�
�
�

=  .........., µε x ≠ 0. 

β. ����′ =	  ..........., όπου ν φυσικός αριθµός.

γ. �� ∙ �(�)�′ =  .........., όπου  � ∈ ℝ  και 	�:	ℝ→ ℝ  συνάρτηση παραγωγίσιµη

στο πεδίο ορισµού της. 

Μονάδες 9 
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ΘΕΜΑ Β 

∆ίνεται η συνάρτηση ���� = �� − 	� + 2, όπου 	 ∈ ℝ σταθερά και � ∈ ℝ.

Β1. Αν η γραφική παράσταση της  f  τέµνει τον άξονα  x′x  σε σηµείο µε τετµηµένη ίση 

µε 1, να βρείτε την τιµή του α. 

Μονάδες 5 

Β2. Για α = 3, να βρείτε το πεδίο ορισµού της συνάρτησης 


��� =
�(�)

�� − 1
Μονάδες 5 

Β3. Για α = 3, να υπολογίσετε το όριο lim
�→�


(�)

Μονάδες 7 

Β4. Για α = 3, να βρείτε την εξίσωση της εφαπτοµένης της γραφικής παράστασης της f 

στο σηµείο Μ(0, f (0)) . 

Μονάδες 8 

ΘΕΜΑ Γ 

∆ίνεται το παρακάτω ιστόγραµµα και το πολύγωνο των σχετικών συχνοτήτων  fi  που 

αφορούν τα έτη υπηρεσίας 50 εκπαιδευτικών. 

Γ1. Να µεταφέρετε στο τετράδιό σας τον πίνακα που ακολουθεί και να τον συµπληρώ-

σετε µε βάση το παραπάνω ιστόγραµµα, 

Έτη 

υπηρεσίας 

[ , ) 

Κεντρική τιµή 

xi 

Συχνότητα 

νi 

Σχετική 

συχνότητα 

fi 

ai 

[4,8) 5 36° 

[8,12) 

[12,16) 14 

[16,20) 20 144° 

Σύνολο 50 360° 
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όπου ai το αντίστοιχο τόξο ενός κυκλικού τµήµατος στο κυκλικό διάγραµµα 

συχνοτήτων. 

Μονάδες 12 

Γ2. Πόσοι εκπαιδευτικοί έχουν συµπληρώσει τουλάχιστον 8 έτη υπηρεσίας; 

Μονάδες 5 

Γ3. Να βρείτε το ποσοστό των εκπαιδευτικών που έχουν συµπληρώσει υπηρεσία 

λιγότερη από 16 έτη. 

Μονάδες 5 

Γ4. Πόσο είναι το εµβαδόν του χωρίου που ορίζεται από το πολύγωνο των σχετικών 

συχνοτήτων και τον οριζόντιο άξονα; 

Μονάδες 3 

ΘΕΜΑ ∆ 

Ένα οικόπεδο σχήµατος ορθογωνίου έχει µήκος x µέτρα (m), πλάτος y µέτρα (m) και 

περίµετρο 80m. 

∆1. Να αποδείξετε ότι το εµβαδόν του οικοπέδου ως συνάρτηση του x , δίνεται από τον 

τύπο ���� = −�� + 40� και να βρείτε το πεδίο ορισµού της συνάρτησης E(x).

Μονάδες 10 

∆2. Να µελετήσετε τη συνάρτηση E(x) ως προς τη µονοτονία της. 

Μονάδες 6 

∆3. Για ποια τιµή του x το εµβαδόν του οικοπέδου γίνεται µέγιστο και ποια είναι η 

µέγιστη τιµή του; 

Μονάδες 4 

∆4. ∆ύο οικόπεδα Α και Β σχήµατος ορθογωνίου µε περίµετρο 80m το καθένα έχουν 

µήκη xA = 29,5m και xΒ =34, 2m, αντίστοιχα. Να απαντήσετε αιτιολογηµένα ποιο 

από τα δύο οικόπεδα έχει το µεγαλύτερο εµβαδόν. 

Μονάδες 5 
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ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 

ΘΕΜΑ Α  

Α1. Σχολικό βιβλίο σελ. 65. 

Α2. Σχολικό βιβλίο σελ. 28. 

Α3. α)  ΛΑΘΟΣ 

β) ΣΩΣΤΟ  

γ) ΛΑΘΟΣ  

Α4. α)  

/

2

1 1

x x

 
  

 
. 

β)  
/

1
x x
 




  . 

γ)  
/

( ) ( )c f x c f΄ x   . 

ΘΕΜΑ Β 

2( ) 2f x x x   . 

Β1. Για να τέμνει η Cf τον άξονα x΄x στο σημείο με τετμημένη 1 πρέπει∶ 

 1 0, άρα 1  2 0, άρα  3, άρα  3f a a         .

Έτσι προκύπτει 2
( ) 3 2f x x x   , x ℝ. 

Β2. Πρέπει 2
1 0. x  

  2
Όμως  1 0 1 1 0 1  ή  1x x x x x           

Άρα  1, οπότε  1,1  x Ag    R  = (−∞, −1) ∪ (−1,1) ∪ (1, +∞)

Β3.  
  

  

  

 

 

2

1 1 1 1

1 2 23 2 1 2 1
lim ( ) lim lim lim

1 1 1 1 1 1 1 2x x x x

x x xx x
g x

x x x x x   

     
    

     
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Σημ. Η παραγοντοποίηση του τριωνύμου �� − 3� + 2 μπορεί να γίνει με το 

σχήμα Horner: 
 1

1 3 2

1 2



 

1 2 0

Ή και με διάσπαση του όρου –3x: 
2

3 2x x   = 2
2 2x x x    = x(x – 1) – 2(x – 1) = (x – 2)(x – 1). 

Β4. Για x = 0 στον τύπο της 
2

3 2x x  f(x) = 2
3 2x x  , προκύπτει  0 2f  .

Έτσι ζητείται η εφαπτομένη (ε) της γραφικής παράστασης της f στο σημείο της 

Α(0, 2). 

Η εξίσωση της εφαπτομένης στο σημείο με τετμημένη 0 είναι της μορφής: 

 y ax   , όπου α =  0 .f΄

Η παράγωγος της f είναι: ( ) 2 3f΄ x x  . Άρα (0) 3f΄   . 

Η εξίσωση της εφαπτομένης γίνεται έτσι   3y x     (ε) 

Όμως διέρχεται από το Α(0, 2) άρα 2 3 0      ή β = 2. 

Επομένως η ζητούμενη εξίσωση (ε) είναι 3 2y x   . 

ΘΕΜΑ Γ 

Γ1. Από τις τεταγμένες του πολυγώνου σχετικών συχνοτήτων συμπληρώνουμε την 

αντίστοιχη στήλη (fi). 

Επίσης οι κεντρικές τιμές xi κάθε κλάσης προκύπτουν ως το ημιάθροισμα των 

άκρων αυτής. 

Ύψος ιστογράμματος = 

1

2

3

4

0,1

0,3

0,2

0,4

f

f
fi

f

f









ր

ր

ց

ց

Έτη 

υπηρεσίας 

[ , )

Κεντρική 

τιμή x i

Συχνότητα 

v i

Σχετική 

συχνότητα 

f i

α i

[4, 8) 6 5 0,1 36
 ο

 

[8, 12) 10 15 0,3 108
 ο

 

[12, 16) 14 10 0,2 72
 ο

 

[16, 20) 18 20 0,4 144
 ο

 

Σύνολο 50 1 360
ο
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Από τον τύπο �� = i




 ⇔ �� = ��⋅� υπολογίζουμε τις συχνότητες 
2 3
, v v : 

2 2 3 3
15 και   10v f v v f v     

Τέλος, από τον τύπο �� = 3600 ⋅ �� συμπληρώνουμε την τελευταία στήλη: 

2 2
360 108a f  

3 3
360 72a f  

Γ2. Το πλήθος των εκπαιδευτικών που έχουν τουλάχιστον 8 έτη υπηρεσίας είναι 

2 3 4
45.v v v  

Γ3. Λιγότερο από 16 έτη υπηρεσίας έχουν συμπληρώσει:
1 2 3
% % % 60%f f f    των 

εκπαιδευτικών. 

Γ4. Το εμβαδόν του χωρίου που ορίζεται από το πολύγωνο των σχετικών συχνοτήτων 

και τον οριζόντιο άξονα είναι Ε = fολ =1. 

ΘΕΜΑ Δ 

Δ1. Για τις διαστάσεις του ορθογωνίου οικοπέδου ισχύει: � > 0, � > 0. 

Η περίμετρός του περιγράφεται από την ισότητα: 2 2x y    

x

|

|
y

80 άρα  2 2 80. x y     Έτσι 40  40 x y y x     . 

Το εμβαδό του οικοπέδου δίνεται από τη συνάρτηση: 

  2( ) 40 40    άραE x x y x x x x       2( ) 40E x x x  

Πρέπει: 

0

0 40 0 40

x

y x x



     

Άρα 0 40x   

Επομένως το πεδίο ορισμού της συνάρτησης Ε είναι το διάστημα Δ= (0,40) 
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Δ2. ( ) 2 40E΄ x x  

  0 2 40 0  2 40 20E΄ x x x x          

  0 2 40 0  2 40 20E΄ x x x x          

  0 2 40 0  2 40 20E΄ x x x x          

Προκύπτει έτσι ο επόμενος πίνακας μεταβολών: 

Η E γνησίως φθίνουσα στο (0, 20], και γνησίως φθίνουσα στο [20, 40) 

Δ3.  
2

max (20)
400 όταν  20E E m x  

Δ4.  Για τα μήκη 
A
x , 

B
x  των οικοπέδων παρατηρούμε ότι: 

29,5 20
A
x    και 34,2 20

B
x   . 

Όμως επειδή έχουν περίμετρο 80, σύμφωνα με τον παραπάνω πίνακα μεταβολής 

η συνάρτηση του εμβαδού τους είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστημα (20, 40) 

Συνεπώς: 

( ) ( )
B A B A
x x E x E x    και άρα το οικόπεδο Α έχει μεγαλύτερο εμβαδόν. 

εναλλακτικός τρόπος 

40 40 29,5 10,5
A A A
x y y m     

2
29,5 10,5 309,75

A
E m  

40 40 34,2 5,8
B B B
x y y m     

Επομένως    
A B

E E
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